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I- Primitives d'une fonction

1.1- Définition
Toute fonction continue et dérivable sur un intervalle I de R admet des primitives sur cet intervalle.
On notera F une primitive de f'sur I si la dérivée de F est /. On vérifie donc F'(x) = f(x).

primitive
.
dérivée
1.2- Propriétés
- Si f est une fonction continue sur I, elle admet sur I une infinité¢ de primitives définies a une

constante pres. Si F est I'une d'entre elles, toute primitive G de f'sur I est définie par :
G : x > F(x) + Cou C est une constante réelle

Exemple : La fonction £ x > 10 x + 3 admet pour primitive sur R la fonction F : x > 5 x” + 3x
mais aussi la fonction F: x > 5x” +3x +3

- Si f est une fonction continue sur I, il existe une unique primitive F' de f, prenant une valeur donnée
k au point x, de 1.
F primitive de fet F(xg) = k avec F qui est unique

Exemple : Soit & déterminer la primitive de la fonction /' x > x*-3x+2 qui s'annule pour x = 1
3
— . 3
L'ensemble des primitives de f'sont les fonctions F (x)=x? —Exz +2x+C

3
La primitive de f qui s'annule pour x=1 est la fonction F(x)= x_3 x> +2x —%
1.3- Primitives des fonctions usuelles
fx) Primitive F de f fx) Primitive F de f
fx)=a ax + C f(x)=cos x sinx+C
n+l 1
fx)=x" n X N* * _Lc fix)=———=1+tan’ x tanx + C
n+l1 cos” x
1
Jx)=— Inx+C J(x)= exp(x) exp(x)+C
X
1 1 1
Jo)=— -—+C f(x)=sin (ax+b) ——cos(ax+b) +C
X X a
1 1.
Jx)=—= 2Wx+C f(x)= cos (ax+b) —sin(ax +b) +C
Jx a
f(x)=sin x -cos x +C
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1.4- Opérations sur les primitives

Si F est une primitive de f'sur I et G une primitive de g sur I alors :
e '+ G est une primitive de f+g sur |
e k F est une primitive de & f'sur |

Dans le tableau suivant u désigne une fonction dérivable sur un intervalle 1.

Fonction Primitive F Fonction Primitive F
yn 1 n+l ’
u'u —u u'exp(u) exp(u)
n+1
u' u'
— In|u 24u
u i, Ju
: u'
u'cos(u) sin(u) — -—
u u
u' -1 1
u'sin(u) -cos(u) - — —0
u n—1 u
Exemple :
Wy 1 . o . sin x
Soit a déterminer les primitives de la fonction f: > —
COS” X
, : u'(x)
Posons u(x) =cos x alors u'(x) =-sinx et f(x)= — (%)
u (x

Les fonctions F(x)= + C sont les primitives de f définies tant que cos(x) K 0

cos(x)

II- Intégrale

2.1- Intégrale d'une fonction continue sur un intervalle [a, b]

Soient f'une fonction définie sur un intervalle I et /' une de ses primitives, soient a et b deux points
de I. On appelle la quantité F(b) — F(a), notée aussi [F (x)]z l'intégrale de fentre a et b. Cette

grandeur est notée f f(x)dx (lire somme de a a b de f(x) dx)

L'intégrale entre a et b , de la fonction
£, est l'aire en unités d'aire du domaine
D limité par la courbe (¢)
représentative de f'et I'axe Ox, et les
droites d'équationx =aetx =b.

Unité d'aire
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Cas d'une fonction d'un signe quelconque

Si f est une fonction continue et de signe
quelconque sur l'intervalle [a,b] l'aire est
¢gale a la somme des aires des domaines
situés au-dessus de 1'axe des abscisses
diminué de la somme des aires des
domaines situés au-dessous de 1'axe des
abscisses (comptées négativement).

Ainsi ;

A=

l]. f(x)dx|=Aire (D)) - Aire (D;) + Aire (D3) = ] f(x)dx - dJ‘ f(x)dx + []‘ f(x)dx

2.2- Propriétés de l'intégrale d'une fonction continue sur un intervalle I
a b a

j F(x)dx=0 j F(x)dx =— j F(x)dx

a a b

Relation de Chasles :

b c b
Soit f'une fonction continue sur I. Pour touta ,betcdelona I f(x)dx = j f(x)dx+ J. f(x)dx

a

Linéarité:
Soient f'et g deux fonctions continues sur I. Soient o et B deux réels, a et b deux points de I

[or )+ g(x)x =& [ £ () + B [g(x)dx

Valeur moyenne d'une fonction continue sur un intervalle

1 b
b_anuyu

On appelle valeur moyenne de f'sur [a, b] le réel Fioy =

Valeur efficace d'une fonction continue sur un intervalle
1

- ) s

La valeur efficace de f'sur [a, b] est exprimée par : Feﬁfz =

Y S—

Soit F,, = \/ﬁ J'(f(x))zdx

a

NB : Ces deux dernieres fonctions seront reprises au paragraphe 4
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I1I- Méthodes d'intégration

3.1- Cas de figures

-Si f{x) est polynéme, on détermine aisément une primitive ' de fpuis J = [F (x)]'; .

-Si f(x) est une fraction rationnelle (rapport de deux polynomes), il est le plus souvent nécessaire
d'effectuer une décomposition en éléments simples (non traitée ici).

-Si f(x) est un polynéme trigonométrique, il est souvent utile de linéariser (grace aux formules
d'Euler par exemple).

3.2- Intégration par parties

Nous pouvons calculer aisément un certain nombre de primitives comme les fonctions puissances,
les fonctions trigonométriques simples. Le calcul des primitives de la forme J‘ xsin(x)dx est plus

compliqué, la formule qui suit permettra ce type de calcul.

Formule de l'intégration par parties

Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a, b] telles que les dérivées u'’ et v’ sont continues sur cet

intervalle. Comme (uv)'=uv=+vu' alors :
I (u(x)v(x))dx = I u(x)'(x)dx + I v(x)u'(x)dx or J.(u(x)v(x))'dx = [u(x)v(x)]l;

a
b b

Il s'ensuit que .[ u(x)'(x)dx = [u(x)v(x)]f; - Iv(x)u'(x)dx

a a

On pourra mémoriser cette formule sous la forme : juv': uv — Ivu'

T

Exemple : Calcul de 4 = J.x sin(ax)dx

0

On pose u(x) =x ce qui donne u'(x)=1 et v'(x)=sin(ax) donc v(x)=— cos(ax)

Q |~

A= 7]‘xsin(ax)dx = [— icos(ax)][ +
a

0 0

?cos(ax)dx =[— fcos(ax)}” + l[MT - cos(ar)+ Lz sin(ar)
0 a a

o a a |, a
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3.2- Méthode du changement de variable

b
Pour le calcul de 1'intégrale .[ f(x)dx on effectue le changement de la variable x par ¢(¢) ou

o(t) est une fonction continue strictement monotone sur l'intervalle [a, p ]de telle sorte que
a=g(a) et b=gp(p).

Les changements a réaliser sont donc :

e f(x) quidevient f(¢@(1))
e d(x) quidevient @' (t)dt

eaetbqui sontreplacésparg '(a)etp ' (b) (¢ ' :fonction inverse de )

o' (h) b
[reode=[fo®)9 @) dt
9 (@) a

1
Exemple : Calcul de J = _[ N1 —x2dx
0

On pose :
X =cost
dx = (cost)'dt =—sint dt

V4
pour x =0 nousavonst=3 etpour x=1ona t=0 donc:

z
2

V1—cos®t(~sint)dt = ﬂsint|sint dt =
0

J:

I\J‘.:n_.o
SNy

. . . 7
sin“tdt car 1—cos’t=sin’t et sinz>0 sur[O,—}

V4

T

_ 2 _ . — .
Comme sinztzl cos2t vient : J = 1—cos 2t dt:l{t— sm2t}2 _ 1|:7Z' smﬁ}
2 7 2" 2

2 2

o 2

z
4

Primitives, Intégrales 07/01/2006 6/9



IV- Application a 1'électricité

4.1 Valeur moyenne d'un signal

T
La valeur moyenne d'un signal v(z) de période T est donnée par : V, = 1 v(t)dt

moy
0

Remarque V,,,, est souvent notée V

Exemples :
a) Considérons une tension alternative ayant pour fonction v(t)= V, sin(wt) o est une constante
2w
o=2rf=—
s T
A\ \Y
Vier == J' V_ sin(wt)dt = {M} —= [— cos(wT) + cos O]
T w o Tw

Or cos(oT) = cos[a)z—”) =cos(27)=1 Onadonc Viyey =0
@

A

La valeur moyenne d'une grandeur alternative Vn
sinusoidale est nulle. Nous avons bien sur une période

deux alternances symétriques par rapport a I'axe Ox. —
Le calcul de l'intégrale additionne les aires 0 T
correspondantes a ces deux alternances.

b) Considérons un signal carré de 5 V d'amplitude AV

v(it)=Vn=5V det=0ét=€ Va=5V

v(it)=0V pour t >§

-+ Vv

T 0 T2 T
2 T
j V dt +— det—&[tg _ Y {Z}=V‘“ =25V
0 T T
2

moy

17 1
Voo=— [vwodt=—
T T
4.2 Valeur efficace d'un signal

Le carré de la valeur efficace d'un signal v(#) de période T est la valeur moyenne de v(t) encore

: 1
appelée valeur quadratique moyenne : V2 =V? = — Ivz (t)dt

On notera V (en majuscule) la valeur efficace de v(t)
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Exemple :

2T 20 20

2 o7 | 2(2;:] 2T @ 2

0

Considérons la tension alternative ayant pour fonction v(t)= Vy, sin(wt) =27 f= 277[
T 2 T 2 T 2 . T
prol [V2n sin® (ar)dt = Vi [ sin*(@r)dt = Vi [ [l'cos(za’t)jdz _ Vil sm(z“’”}
T T | T . 2 7 20 |,
V2 sinoT) - sin(0)] V2 Sm(z(zTﬂjT) V2 sin(4r) | V?
VZ = > |:T - - O + j| = - = o T — = m

La valeur efficace est donc V' = V.

2

Comme vous le savez, la tension électrique délivrée par EDF a une valeur efficace de 230 V. D'un
point de vue énergétique cette tension alternative sinusoidale est donc aussi efficace qu'une tension

continue de 230 V. La valeur maximale V,, est 230 \/5 =325V.

4.3 Facteur de créte

. v v
Le facteur de créte d'un signal est donné par f, = =& = 2%
-V Vv
Le facteur de créte d'un signal sinusoidale est égal a ND)
4.4 Facteur de forme
: : Var _V
Le facteur de forme d'un signal est donné par F' = ——= Iz

moy

La valeur efficace d'un signal est toujours supérieur ou égale a la valeur moyenne, le facteur de
forme est donc toujours supérieur ou égal a 1 (le facteur de forme d'un signal continu est égal a 1)

4.5 Puissance moyenne

Considérons un dipdle quelconque parcouru par les grandeurs électriques suivantes :

i(t)y=1,cos(wt+@) litz_ D

u(t)=U, coswt

u(t)
La puissance instantanée est p(?)=u(t).i(t), le calcul de la puissance moyenne nécessite une intégrale.
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D'apres la définition d'une grandeur moyenne :

P= % Oj p(t)dt = % Oju(t)i(t) dt

T
P= % J.Umlm cos(wt)cos(wt + @) dt
0

T
P= % jcos(a) t)ycos(wt+ @) dt

0

Rappel : cosacosb = %[cos(a —b) + cos(a + b)]

Donc :

T
Ul Icos¢+ cos(Raort + (p)]
0

2T
U’“ u j.cos dt + —=»n Ul J.cos(2a)t+ ) dt
2T 4 2T v
p U I ( Ye ~ Y -
=—""(cos =
2T » 0
U,1
P=—""cos
) »
1 I,
On remarque que Unly _ U =U,l,;=Ul

NN

La formule P =Ul cos¢ est effectivement celle de la puissance active considérée en régime
sinusoidal; nous l'utiliserons dans un chapitre de I'unité de valeur PHR002.
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