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DERIVATION et DIFFERENTIELLE

| - Dérivabilité
1- Définition

Soit f(x) définie sur IR ou sur un intervalle de IR. La dérivée de f'en un point x de son
domaine de définition, notée f'(x) est définie par :
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La fonction est dérivable sur son domaine de définition si elle I'est en tout point de ce
domaine.

2- Interprétation géométrique

La pente de la tangente a la courbe y=f(x) au point My d'abscisse x, est donnée par la
dérivée [ '(xy)=tan «

Tangente a la courbe
au point My ,

Equation de la tangente :
Jx) d 9

dy
= + — _
y=yo+(x—x, )(dx}x—xo

Vo

v

Cas patrticulier :
f'(x)= 0 = a = 0, la tangente est horizontale par rapport a l'axe 0 x.
f'(x)=+0o = a=+nx/2 latangente est verticale par rapport a l'axe 0 y.
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3- Utilisation du signe de la dérivée, étude des variations

3.1 Théoréme

Soit f(x) une fonction dérivable sur son domaine de définition D.

Si f’(x) est nulle sur D alors f'(x) est constante sur D.
Si f’(x) est positive sur D alors f'(x) est croissante sur D.
Si f’(x) est négative sur D alors f(x) est décroissante sur D.

3.2 Localisation des extremums d’'une fonction

f(xg) et f(x;) s annulent entre deux signes différents de f’(x)
> M, et M, sont sur des extremums.

Ay /
>0 f<0 >0
fcroissante [ décroissante [ croissante

Tableau de variation
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4 - Propriétés générales

4.1 Tableau des dérivées usuelles

y=f( y =1 y=fx) v =f'x)
x" nx" ! e s 1
x x Ic sin x
€ el 1—x?
In [x| — -1
X Arc cos x >
a’ a‘lna  (a>0) 1-x
1
log, x lloga e Arc tan x 5
X 1-x
i 1
S X CO.S X Arc cotan x — 5
cos X -sin x 1-x
h x chx
=1+ tan’ >
tan x 0052 B an” x hx hx
1 1
cotan x i =—1—cotan’x th x 3 =1-th’x
sin” x ch°x
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4.2 Dérivée d'une somme, d'un produit, d'un quotient

Si f{x) et g(x) sont deux fonctions dérivables sur un méme intervalle |, alors :

%(f(x)+g(x))=%f(x)+%g(x) ouencore (f+g)=f'+g

Exemple :

Soit la dérivée de y(x) = sin 2x +3x° + e**. La fonction étant de la forme y = u + v + w, nous aurons
pour la fonction dérivée : y (x) =u'+v' + w'=2cos 2x + 6x -2 e **

%(f(x)g(x)) - g(x)%f(x) N f(x)%g(x) ouencore (fg)=f'g+/g

Exemple :

Soit la dérivée de y(x) = x’ cos’x. La fonction étant de la forme y = u v, nous aurons pour la
fonction dérivée : y '(x) =u'v + uv'soit :

y'(x) = (x°) cos’x + x* (cos’x)’
y'(x) =3x" cos’x +x* (2) cos x (-sinx) d'ou y'(x) = 3x’cos’x -2 x sinx cosx

d d
) ()~ () g(®)
%[f(X)J = dx dx Ou encore (—

g(x) (g(x))°

Exemple :
sin x

Soit la dérivée de y(x) =tanx = . La fonction étant de la forme y = L , hous aurons
1%

COS X

u'v—v'u coszx+sin2x_ 1

pour la fonction dérivée : y'= 5 '
v

soit y'= 5 5
cos” x cos” x

4.3 Dérivée d'une fonction composée

Si les fonctions f et u sont des fonctions dérivables, la fonction composée
F (x) =f[u(x)] = (f ou)(x) admet pour fonction dérivée :

f'(w) :fonction dérivée de f () par rapport a u.
u'(x) : fonction dérivée de u(x) par rapport a x.

F'(x)=f'(uw).u'. avec {

Exemple :

Soit la dérivée de y(x) = cos (6 x* + 5) La fonction est de la forme F(x) = f [u(x)] avec

u(x) = 6x° + 5, et f (x) la fonction cos(x). Nous avons donc u'(x)=12x, f'(x)=-sin(x) d'ou la fonction
dérivée y'(x)=-12 x sin(6 x* + 5)

12x+5

Autre exemple : Soit y(x) =1In (6 x° + 5x), on trouve de la méme fagon y'= .
X" +5x
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4.4 Dérivée d'une fonction réciproque

Si f'est continue, strictement monotone sur un intervalle 1 (si /'(x)=0 A x € 1), alors la
fonction réciproque /' est dérivable sur /{I) et admet pour fonction dérivée :

PR a1
=gy oo U=

Pour une variable x, on posera pour la dérivée de la fonction réciproque :

1

Iy _
R T

Exemple : Cas de la fonction Arcsin(x) .

Soit fix)=sin(x) et (f(x))" = Arcsin(x) sur le domaine de définition I= }—% %{

5

I ] I
cos[Aresin()] 1 —sin® (dresin(x) 1 x>

[ '(x)=cos(x), donc (f7)'(x) =

4.5 Dérivées d'ordre supérieur

La définition de la dérivée peut étre appliquée a f'(x) pour donner ce qui sera appelée la
dérivée seconde de f(x).

d ' _ ﬁ _
af(x)— dxf(X)—f (x)
En réitérant ce processus nous obtenons successivement /", /"' f*, ... f" = d(j:" f(x)
Formule de Liebniz
= (080) = (f @) = 1" Dg) V(g (1) + WL 0D (g (0.t f (008" ()
X k f(n—k) _k .ok n!
ou encore (f.g) _kzz(:) C./"" g rappel : C, IO
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Il — Différentielle
1- Définition

Soit f'définie par son domaine de définition D, dérivable en xo sur D. Soit Ax =x —x, On
appelle différentielle de f'en x,la fonction définie par :

Ay 2 f(xg).Ax on la notera d f(x)=f"(x).Ax ou plus fréquemment |d /= f"(x).dx

Explication géomeétrique

ry J)

tangente en M,

dy

v

X0 Xo+Ax X

Soit (MoT) la tangente en x, a la courbe représentative de /. La tangente en ce point est
donc:

S xo)=

HT

M,H
On remarque facilement que Ay =d y (il est négligé ici le segmentm). On pourra
cependant assimiler A y a d y pour de trés faibles variations Ax.

ou encore ﬁ:f'(x).MoH = f'(x)dx=dy

2- Opération sur les différentielles.

En utilisant les opérations sur les dérivées on montre que
d(f +g)=df +dg
d(f.g)=gdf + fdg

d[ 1} _gd - fdg

g g’
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3- Différentielle d’une fonction composée.

Soit y=f(x). On suppose que x soit une fonction de ¢ : x=u(z). On a donc :
y=A)=f [u()]=h(1)

Ainsi dh=h"()dt=f"w).u’O)dt=f"(x).dx=df

D’ou dy=f"(x)dx=h’(t)dt

On en déduit que la différentielle est indépendante de la variable choisie.

4- Applications

Considérons un générateur électrique de fem E=50 V et de résistance interne r =5 Q
alimentant une résistance R= 20 Q. On envisage une variation de la résistance R de
0,5 Q (soit AR =0,5 Q).

-Le calcul de la variation de l'intensité du courant dans le circuit est :

dR ce quidonne Al =- £ AR =- 5020,5:—0,04A
(R+7) 25

E
1= doud/ =-
Rir OO (R+r)

Le signe négatif de ce résultat indique que les variations sont opposées.

-Le calcul de la variation de la tension aux bornes de la résistance est :

Vg =RI d'ou dVg = RdI+IdR ce quidonne : Az = RAI+IAR =20(-0,04)+2(0,5)=0,2 V

-Le calcul de la variation de puissance dissipée dans R est :

Pr=R F d'ou dPg=PdR+R2Id] =-12 W
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lll- Exercices

Exercice 1

1- Donner la dérivée des fonctions suivantes :

a) f()=5(>—6x+2) b) f<)c>:2’“3+’“25‘8"+1 c)f(x)=3;
x+2
D) [zt g f) = 9 ft)=(x +2)cosx
X +2x+2 x +x+1

g) f(x)=x’sinx h) f(x)=3x>/x
2- Justifier, comme cela a été fait pour la fonction Arcsin(x), la dérivée de la fonction Arccos(x).

Exercice 2

Dans le chapitre 2 sur les "fonctions usuelles" nous
. ) ) x . _ 2
avions présenté une parabole d'équation y = x"+ x+1.

1- Déterminer les cordonnées du point M situé a la
base de cette parabole.

Exercice 3

Dans le montage ci-dessous un générateur de tension fournit de I'énergie a une résistance R. Nous allons
déterminer en fonction de la résistance interne r, la valeur a donner a la résistance R pour que la
puissance fournie soit maximale.

I
1- Exprimer P, la puissance récue par R, en fonction —

des éléments du montage.

2- Déterminer les limites de P lorsque R tend vers 0 E
(court-circuit) et +o (circuit ouvert).

3- Dériver P en fonction de la variable R. En déduire
la valeur de R qui donne une puissance maximale.

4- Aprés avoir complété un tableau de variation,
représenter la caractéristique de la courbe P=f(R). Générateur de tension

Exercice 4

Dans I'étude des régimes transitoires d'un dip6le RC (charge d'un condensateur), on trouve la fonction
t

suivante : u(t) = E(1— ei;) avec t=RC

1- Faites une étude de la variation de la fonction. En déduire I'équation de la tangente a l'origine (t=07)
puis donner une représentation graphique a cette fonction.

Chap 5 : Dérivation 13/11/2005 8/8



