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LES NOMBRES COMPLEXES

Dans I’étude des circuits électriques, le passage du courant continu en courant alternatif sinusoidal
nécessite 1’introduction des nombres complexes. Dés lors que 1’on impose au circuit de travailler a une
fréquence unique, I’emploi de relations lin€aires appliquées dans les cas du courant continu reste valable
grace a la notion d’impédance complexe et ce quels que soient les dipdles mis en ceuvre. L’ultilisation
des nombres complexes facilite ainsi la mise en équations et permet une recherche simplifiée des
grandeurs ¢lectriques ( tension, courant, déphasage ...)

I- FORME CARTESIENNE D'UN COMPLEXE - OPERATIONS DANS C

1-Addition-multiplication

Un nombre complexe s'écrit sous la forme cartésienne ( ou algébrique ) :

z=a+ jb

(a, b) étant un couple de réels

L'ensemble des nombres complexes se note C.

L'addition et la multiplication dans C se font alors de fagon "automatique", comme avec les réels, j se
comportant comme un "paramétre". On écrira |j> = — 1] et chaque fois que J* est rencontré dans les
calculs, il est remplacé par (-1).

Toutes les propriétés de l'addition et de la multiplication dans R s'appliquent.

Ainsi: (a,+jb) +(ay + jby) = (ay + @) + j (b +by) [addition dans (C]
" (a, + jb,) x(a, + jb,) = (a,a, —bb,)+ j (ab, + a,b,) [multiplication dans C]
Exemples:
A+3))+(5-7j)=6-4;
(-2+5))(3-4j)=14+23;
Remarque:

.7

JO=1y =g = Pe—gijt=l =g ji=1 == (séquence 1;j;-1;-j)

Conventions:
Sib=0,onnotez =a z est réel
Sia=0,onnotez =,.b z est un imaginaire pur

Alors siz = a + jb, a s'appelle la partie réelle de z et b sa partie imaginaire.
On note aussi :a = Re(z) et b=Im(z)
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2-Nombre complexe conjugué.

a) Définition.
Le conjugué de z = a+jb est z=a- jb
b) Inverse d'un complexe non nul.
Si z=a+ jb Onnotez=a— jb le conjuguédez et |z| =+/a* +b* son module

Alors, pour tout z de C :

zz= |z|2 et pour z non nul: z(%) =1
z

z 1 . .
—> senote — ets'appellel'inverse de z.
z V4

Régle: Inverser un complexe revient a multiplier le numérateur et le dénominateur par le conjugué.

Bo L343 4
3-4; 25 25 25

¢) Quotient de deux complexes

Siz eCetz, e(]:*,onpose ﬁzzliz Z1222
%2 % |22|
i l72 _=2)043) T 1
1-3) 10 10 10

II-INTERPRETATION GEOMETRIQUE, FORME TRIGONOMETRIQUE

1- Interprétation géométrique.

Soit le plan (P) rapporté au repere orthonormé (0,;,;) . A tout nombre complexe z=a+jb on associe le

point M ou le vecteur OM de coordonnées a et b. On dit que :

M est I’image du nombre complexe.
Z=a+jb est I’affixe du point M(a,b)

v
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2-Module et argument d’un nombre complexe.

AY
Soit M d’affixe z =a + jb N S _M(z)
a) Module -1 r !
Le module de z est la v S ) E
distance ¥=OM. On le note |z| =r=0M ol o > ' >
a X
u

b) Argument
L’argument de z est la mesure en radians de 1’angle polaire du vecteur OM . On le note :

Arg Z:H:(;,O—M) modulo 2 T
Ou Argz=0+k2T

0 est parfaitement défini par [cosé = G- 2 o sinf= b = b d'ou 8= Arc tané

r Na’ +b’ ro Na*+b’ a

3- Forme trisonométrique d’un nombre complexe.

En reprenant la figure précédente on peut écrire :

OM =rcosOu +rsinGv

z peut se mettre sous la forme trigonométrique :[z = r (cos @ +j sind)

On peut écrire aussi : | z=[r, 0]

4- Forme exponentielle d’un nombre complexe.

Vis a vis de la multiplication et de la division, les complexes du type [1,0] se comportent donc comme

les réels du type 66. D'ou I'idée de poser, de fagon purement formelle et sans support théorique la
notation exponentielle complexe de module 7 :

reje = [r, 6’] =r(cos@ + jsin@

Conséquence pour le cas particulierour=1:

eje =cosf+ jsinf
_ . 1 . _ .
e Jo _ cos(—6@ )+ jsin(—@ ) =cos@d — jsind 0050:5(619 +e je )
D'ou, par somme et différence, les formules d' EULER : . .
. _ 1 joé —jé
sinfd=—=(e’" —e )

Les nombres complexes 10/01/2006 4/12



Application: Linéarisation des fonctions trigonométriques.

Ex : Linéarisation de f(6)=sin’6

30 3,250 ,-0 , 3,i0,~20 _ 3]0

Onaf(e):(zljf(efe—e_j@ )3=(2ij)3(e )

= —%(2jsin(36’) —6/sin@) douf(d)= _Tl[sin(30)—3sin0 ]
J

Il deviendra simple d'intégrer cette fonction (ce calcul est prévue au chapitre 14).

5-Formule de Moivre.

Sachant que [pl .6, 1[/02 .0, ]: [pl'pz .0, +6, ] d'ou:

pour p#0, ! :{l,—ﬁ}

[p.0] Lp
pour p, #0, [,01 ,91 ]=|:&,01 _92 j|
[p2>92] P

Il s’ensuit les théorémes suivants :

Théorémes :
Le module d’un produit est égal au produit des modules.
L’argument d’un module est égal a la somme des arguments.

Le module d’un quotient est égal au quotient des modules.
L’argument d’un quotient est égal a la différence des arguments.

En généralisant, on obtient alors la formule de MOIVRE, a savoir :

VneZ,YOeR,(cosd+ j.sin6)" =cos(n.6)+ j.sin(n.6)

Application: Exprimer simultanément cos(né) et sin(né) en fonction de cosé et siné.

Exemple: n=3

(cos@+ jsin@)® = cos(30) + jsin(36) = cos’@ + 3 jcos’ @sin & + 3 jcos@sin’ @ + jsin’ O
d'ou

c0s(30) = cos’ @ —3cosfsin’ @ = 4cos’ @ —3cos b

sin(36) = 3cos” @sin @ —sin’ @ = 3sin & — 4sin’ 6
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HI-TRAITEMENT COMPLEXE DES FONCTIONS SINUSOIDALES

1-Fonctions sinusoidales et fonctions complexes associées

a) Définitions

On pose: Vt R , f(t) = A.cos(w.t + @) avecAcR™,weR™ et p elR
A :amplitude maximalede f (la valeur efficace est % )
ot + ¢ :phase de la fonction

@ : phase a I'origine

o :pulsation (en radian par seconde : rad.s™)

f: fonction sinusoidale de période T = 27

@

AS

\/ i
iy

Onposealors:Vte[R,f(t)=A[cos(a)t+(p)+jsin(wt+(p)]: Aej(a)t+(p)

v

festla FONCTION COMPLEXE ASSOCIE a f

b) Propriétés

- Somme de deux fonctions sinusoidales de MEME PULSATION.

Posons:VtelR, f,(¢) = 4, cos(at + ¢,) et f,(t)= A, cos(at +¢,)
Soit (1) = fi(®)+ f,(1)

Alors f(t)=A,cosat—A,sinwt avec A, = A cose, + A, cosp,
A, = A4 sing, + 4, sin g,
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Aj et A4 étant des constantes, il est possible par identification de retrouver la
forme f(t) = Acos(wt+ @) . On démontre ainsi que f est une fonction sinusoidale de pulsation
o etque f =1 +f,

Théoréme: La somme de fonctions sinusoidales de MEME PULSATION @ est aussi sinusoidale de

pulsation @ et la fonction complexe associée a cette somme est la somme des fonctions complexes
associées.

- Dérivation-intégration

De fagon évidente, la fonction dérivée et la primitive "a constante nulle" d'une fonction sinusoidale de

pulsation @ sont sinusoidales de pulsation @. On se propose de déterminer leurs fonctions complexes
associées.

Ona: VtE[R,f(t):Acos(a)t+¢) et f(t):Aej(a)H_(p)

la dérivée est définie par:

f(t) = —wAsin(wt + @) = wAcos(wt + ¢ + %)

dot £(0)=ade!(PHPTT) _ e @PHED) _ Gy f () (puisque ¢ = /)

La primitive "a constante nulle" , F de f est définie par:

VtelR,F(t)= If(t)dtZ(é)sin (ot +¢) =(£)cos(a)t+(p—§)
1) 1)

d'ou F(7)= (é)ej(a)t vo3) = (,i)f(l‘) (puisque e_j =—j= l_)
a jo J

wl N

Théoréme :

On obtient ’amplitude complexe de la dérivée d’un signal sinusoidal en multipliant I’amplitude
complexe par jo.

dx(1)

Six()«<> X alors = © joX
4

On obtient ’amplitude complexe de la primitive d’un signal sinusoidal en divisant 1’amplitude
complexe par jo.

Six(t) <> X alors jx(t)dte_é
Jja
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2-Diagramme de Fresnel d'une fonction sinusoidale

a) Définition

VteR ,f(t) = Acos(wt + @) et f(¢)= Aej(a)t +¢)

On note M(t) I'image de f(t) dans le plan complexe.

Quand t varie, ce point décrit le cercle de centre o et de rayon A, et ce a la vitesse angulaire de ®

radians par seconde (mouvement circulaire uniforme).

Caractéristique f par son diagramme de Fresnel consiste a donner M(t) pour une certaine valeur
arbitraire de t (en général t=0).

La distance OM(0) donne I'amplitude et ¢ est une mesure de I'angle de vecteurs (i, OM(0)).

b) Diagramme de Fresnel d'une somme de fonctions sinusoidales

us®) Uzl
«—r —

H—F+——

Considérons deux tensions a additionner dans une maille simple : it I

u(t)
Pour u;(t)= U; cos(ot+¢;) et ux(t)= U, cos(wt+p,) nous allons considérer les vecteurs Ul et U—2

dans un plan cartésien. On construit le vecteur correspondant a leur somme vectorielle. L’amplitude et
la phase du signal recherché sont égales a la norme a la phase du vecteur construit.

image de la tension u(t)=Ucos(mt+)

v
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IV-IMPEDANCES DES DIPOLES.

1.1 Impédance et admittance d’un dipole.

——L[ p

i < » 1 et u sinusoidaux !

Aux grandeurs i et u on associe désormais les complexes I et U. Nous prendrons I'habitude de
souligner le symbole majuscule d'une grandeur complexe pour le différencier notamment de la
grandeur efficace.

a) Impédance

On appelle impédance complexe du dipole la grandeur : |Z =

| Z | est appelé I'impédance du dipole (en Q)

Arg (Z) est le déphasage existant entre u eti: Arg (Z)= ¢p¥%

L’écriture algébrique de Z est Z=R+j;X

Avec R :résistance du dipdle (Q2)
X : réactance du dipdle (Q2)

b) Admittance

On appelle admittance du dipdle la grandeur|Y = ==G+j B

I i~

Avec G : conductance du dipole (S : Siemens )
B : Susceptance du dipole (S )

Arg (Y) est le déphasage existant entreietu: Arg (Y )= ¢ 7

1.2 Cas des dipoles fondamentaux.

D’aprés les propriétés des fonctions complexes vues en mathématiques, on peut exprimer les
impédances Z des €léments usuels.

a) L’élément résistif.

R ZRr
e T
i) I
u(t) v

D’aprés u(t) =R .i(t) onendéduit V=R .I d’ou

Z R est un réel pur, son argument sera toujours nul. En effet i(t) et u(t) sont toujours en phase dans un
¢lément résistif.
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b) Le condensateur.

C Zc
4>—| |7 T e T
i(t) I

u(t) v
du()

Avec la relation i(t)= C—— 5

onendéduit [=Cjo.U dou|Zc= -

On appelle o la vitesse angulaire ou encore la pulsation du signal : o = 2. x.f
f: fréquence en Hz

o rad.s’
_J

L’argument de Z¢ est donné par Arg(Z¢) = Arctan ~Co _ 7 Nous vérifions ainsi que u(t) est en

T ‘.
retard de > par rapport a i(t).

|Z | Imax - L'Imax
N Co
(0 e
[
¢) La self inductance.
L Z,

_._mm_/\_l._:|7

i) I
u(t)

Avec la relation u(t)= L—=

d() onendéduit U=L.jo.I dou Z=jLo

| ZL|=Lo etArg(Zy)= %, u(t) est donc en avance sur i(t) de %

A

/ u(@)) Umax = |ZL |'Imax = La)‘lmax
U i(0)
Imax o AN /
A 9
i - >
\ R—
2
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1.3 Associations d’impédances.

Les impédances en série ou en parallele s’associent avec les mémes regles que les résistances. Les
impédances s’ajoutent donc en série ainsi que les admittances en parall¢le.

Dans le montage ci-dessous Z. est donc égale a Z; + Zo.

Attention aux erreurs mathématiques du genre |Z; + Zo| # |Z;] + |Z2| !

U U
— I Le-Z1+ 2
—{ 3+ =
Iz Z>
< —
u u
Z z.. 212,
1 L—F _ 1 Zi. 2,
— 2> =
—
I -
u
T

1.4 Exemple d’étude.

Dans ce montage on pose e(t)=E.x sin (ot) avec Epox =10V et o =2nf= 1000 rad/s (=160 Hz)
On se propose d’identifier la tension u(t).

R 1000 Q

T

v i(t)

<> Ie(t) lcp,F:: ut

ae(t) onassocie E = E = 10V

u(t) > U
i(t)y> 1 Le montage devient donc < U
R =2 Zzr=R=1000Q
Cc-> Zchz 1_3:—j1000
jCw  j10
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La loi des mailles donne E=Zg 1+ Zc1 d’ouil vient [ = _E comme U=2Zc1
Zp+Zc

1 B RCw
A1+ RCoy 1+ (RCw)

Z.E E E[ 1- JRCw )

on pose U = = = = >
Zpi+Z. 1+ jRCw 1+ (RCw)

Si nous nous intéressons a I’amplitude maximale de la tension u(t) il suffit d’exprimer | U |

2 2
|U| = | E| ! S|+ RCo > | Tapplication numérique donne |U | = IOQ =7,07V
i 1+ (RCw) 1+ (RCw) B

Les calculs peuvent s’avérer plus simple si 1’on s’intéresse uniquement au module et a la phase. Sachant
que le module d’un quotient est égal au quotient des modules, il vient plus rapidement :

- I )

_ - =707V
1+ jRCo| i+ (RCw) 2

la tension maximale en sortie du montage est donc de 7,07 V. Pour connaitre le déphasage entre u(t) et
e(t) on s’intéresse a Arg(U).

0= drg(U) = Arg(—Z ) = Arg(E)— Arg(1+ jRCa) = 0— arctan(RCo) = -~
1+ jRCaw 4

On peut en déduire maintenant la fonction temporelle de u(t) : u(t) = 7,07 sin(wt— %)

e
u
10V | /
707V o flo /
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